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Family of Surfaces Heltocat
ABSTRACT
In this paper the Heltocat family of surfaces is defined ac-
cording to [5]. It is shown that the surfaces defined by
the family are minimal and form an isometric deformation
from the helicoid to the catenoid. The visualizations and
computations were made by using the programs Sage and
Mathematica.
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U radu je prema [5] definirana familija ploha Heltocat. Za
plohe iz definirane familije se pokazuje da su minimalne i
da cˇine izometricˇnu deformaciju od helikoida do kateno-
ida. Za vizualizaciju ploha i racˇune su koriˇsteni programi
Sage i Mathematica.
Kljucˇne rijecˇi: minimalna ploha, Gaussova zakrivljenost
plohe, srednja zakrivljenost plohe, familija ploha Heltocat
Ovaj se cˇlanak temelji na seminarskom radu kojeg je pod
voditeljstvom doc. dr. sc. Sonje Gorjanc, u okviru kole-
gija Diferencijalna geometrija na poslijediplomskom stu-
diju Grad-evinskog fakulteta Sveucˇilisˇta u Zagrebu, izradila
studentica Elizabeta Sˇamec.
1 Uvod
Neka je U ⊂ R2 otvoren i povezan skup te neka je vektor-
ska funkcija~r : U → R3 dana formulom:
r(u,v) = x(u,v)~i+ y(u,v)~j+ z(u,v)~k (1)
gdje su x,y,z : U → R realne funkcije klase C1(U). Fik-
sirajmo (u0,v0) ∈ U . Krivulje u → r(u,v0) zovu se u-
krivulje, dok se krivulje v→ r(u0,v) zovu v-krivulje pa-
rametrizacije r.
Skup tocˇaka euklidskog prostora
M = {T ∈ R3|T = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)),(u,v) ∈U},
nazivamo plohom, a ured-eni par (U,r) parametrizacijom
plohe M . Ploha M mozˇe se zadati i s tri parametarske
jednadzˇbe:
x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), (2)
gdje su x,y,z : U → R diferencijabilne skalarne funkcije iz
izraza (1), [8].
Tocˇka plohe je regularna ako u njoj postoji jedinstvena
dirna (tangencijalna) ravnina. Za regularnu tocˇku T ∈M
tangencijalna ravnina sadrzˇi tangente s diralisˇtem u T svih
onih krivulja koje lezˇe na plohi M i prolaze tocˇkom T .
Tocˇke plohe u kojima takve tangente ne formiraju ravninu
nazivamo singularnim tocˇkama plohe. Normala plohe M
u njenoj regularnoj tocˇki T je pravac kroz T koji je okomit
na tangencijalnu ravninu plohe u tocˇki T . Ravnine koje
sadrzˇe normalu n plohe M u regularnoj tocˇki T nazivamo
ravninama normalnih presjeka kroz T . Presjek ravnine
normalnog presjeka s plohom je neka krivulja na plohi.
U tocˇki T zakrivljenost krivulje normalnog presjeka
odred-enog tangentom t nazivamo normalnom zakriv-
ljenosˇc´u plohe u smjeru tangente t u tocˇki T i oznacˇavamo
ju Kt . Funkciju K : [0,pi]→ R, K(ϕ) = Kt , koja za tocˇku
T ∈ M svakom smjeru tangente pridruzˇuje zakrivljenost
odgovarajuc´eg normalnog presjeka nazivamo funkcijom
normalne zakrivljenosti plohe M u regularnoj tocˇki T .
Glavne zakrivljenosti K1 i K2 plohe M u njenoj regular-
noj tocˇki T su minimum i maksimum funkcije K(ϕ), [4].
Tangente u ravninama normalnog presjeka za koje je nor-
malna zakrivljenost ekstremna nazivamo glavnim smjero-
vima plohe u tocˇki T i oznacˇavamo p1 i p2, a krivulje koje
su presjek njihovih ravnina normalnog presjeka i plohe na-
zivamo glavne krivulje u tocˇki T . Primjer su meridijani i
paralele rotacijskih ploha.
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Slika 1: Funkcija normalne zakrivljenosti [10]
Za normalnu zakrivljenost u smjeru t vrijedi relacija
K(ϕ) = K1 cos2ϕ+K2 sin2ϕ,
gdje je ϕ kut izmed-u tangente t i glavnog smjera p1 (vidi
sliku 1).
Tangente u ravninama normalnog presjeka za koje je nor-
malna zakrivljenost jednaka 0 nazivamo asimptotski smje-
rovi plohe. Asimptotske krivulje na plohi su one kojima su
tangente asimptotski smjerovi. Primjer asimptotskih linija
su pravci na plohama.
Srednja zakrivljenost plohe u njenoj tocˇki T definirana je





(K1(T )+K2(T )). (3)
U singularnim tocˇkama srednja zakrivljenost nije defini-
rana.
Gaussova (potpuna ili totalna) zakrivljenost plohe u tocˇki
T odgovara produktu glavnih zakrivljenosti,
G(T ) = K1(T ) ·K2(T ).
Ploha je u prostoru jednoznacˇno odred-ena lokalnim inva-
rijantnim velicˇinama koje se zovu prva i druga diferenci-
jalna forma. Prva diferencijalna forma sluzˇi za mjerenja
na plohi kao sˇto su duljina luka, kut izmed-u dviju krivu-
lja plohe, povrsˇina omed-enog dijela plohe i sl. Prema [1],
prvu diferencijalnu formu mozˇemo preko duljine luka de-
finirati s
I = ds2 = (dr)2 = Edu2+2Fdudv+Gdv2,
gdje je r(u,v) vektorska funkcija koja odred-uje plohu, a
koeficijenti prve diferencijalne plohe tj. Gaussove osnovne
velicˇine prvog reda su odred-ene s
E =r2u = ru · ru,
F =ru · rv, (4)
G =r2v = rv · rv.
Druga diferencijalna ploha mozˇe nam dati odgovor na pi-
tanje kakvog je oblika ploha u okolini neke tocˇke na nje-
noj povrsˇini proucˇavanjem svojstava krivulja na plohi koje
prolaze tom tocˇkom. Definirana je s
II = Ldu2+2Mdudv+Ndv2.
Koeficijenti druge diferencijalne plohe tj. Gaussove os-
novne velicˇine drugog reda odred-eni su preko Weingarte-
nove funkcije W koja je prema uvjetu regularnosti u svakoj












[ru,rv,rvv] , W =
√
EG−F2,
gdje [a,b,c] oznacˇava mjesˇoviti produkt vektora a, b i c.
Znajuc´i kako su definirani koeficijenti prve i druge diferen-
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Gaussovu zakrivljenost preko koeficijenata prve i druge di-




Lokalna izometrija f :M →M je preslikavanje med-u plo-
hama koje cˇuva mjerenja na plohama. Lokalnu izometriju
zamisˇljamo kao preslikavanje koje savija plohe, ali pritom
cˇuva unutarnju udaljenost izmed-u tocˇaka. Lokalna izome-
trija cˇuva skalarni produkt i normu tangencijalnih vektora,
odnosno Gaussove osnovne velicˇine prvog reda [11]. Vri-
jedi i obrat. Ako je r : U → R3 regularna injektivna para-
metrizacija odM i r : U→R3 parametrizacija odM , tada
je preslikavanje f = r ◦ r−1 lokalna izometrija ako i samo
ako vrijedi
E = E, F = F , G = G. (7)
2 Minimalna ploha
Ukoliko je srednja zakrivljenost plohe jednaka nuli (H =
0) plohu nazivamo minimalnom plohom. Za minimalnu
plohu vrijedi da je K1 = −K2. Minimalna ploha, parame-
trizirana u obliku (x,y, f (x,y)), zadovoljava Lagrangeovu
nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzˇbu
(1+ f 2y ) fxx−2 fx fy fxy+(1+ f 2x ) fyy = 0.
Rjesˇavanjem Langrangeove jednadzˇbe mozˇemo dobiti rav-
ninu kao trivijalno rjesˇenje (najjednostavniju minimalnu
plohu) ili neko od netrivijalnih rjesˇenja. Prva netrivijalna
rjesˇenja, katenoid i helikoid, dobivena su u 18. stoljec´u.
Danas pomoc´u racˇunala i simbolicˇkih matematicˇkih pro-
grama mozˇemo dobiti niz analiticˇki definiranih minimalnih
ploha odnosno rjesˇenja Lagrangeove jednadzˇbe. Kao po-
jednostavljenje, za plitke plohe, Lagrangeova se jednadzˇba
mozˇe aproksimirati linearnom, Laplaceovom jednadzˇbom
fxx+ fyy = 0.
Ipak, u grad-evinarstvu se takve plohe rijetko koriste zbog
minimalnog odstupanja od ravnine uslijed kojeg nemaju
dovoljnu zakrivljenost ni geometrijsku krutost u smjeru
okomitom na plohu. Minimalne plohe koje koristimo u
grad-evinarstvu, u prirodi se javljaju kao oblici koje po-
prima opna od sapunice razapeta na zˇicu savijenu u za-
danu prostornu krivulju. Opna c´e uvijek poprimiti najma-
nju povrsˇinu od svih ploha koje zadovoljavaju iste rubne
uvjete. Prije nego sˇto je numericˇka analiza postala moguc´a
razvojem racˇunala, ova se pojava koristila u izradi fizikal-
nih modela.
Slika 2: Fizikalni model konstrukcije od sapunice
(slika preuzeta sa stranice [12])
Na minimalnoj su plohi naprezanja jednaka u svakoj tocˇki
i u svim smjerovima tangencijalne ravnine uslijed cˇega je i
nosivost materijala svuda jednoliko iskorisˇtena [6].
3 Helikoid
Ako zamislimo tocˇku na uspravnom kruzˇnom valjku kako
jednoliko kruzˇi oko njegove osi, a istovremeno se jedno-
liko giba u smjeru te osi dobit c´emo krivulju koju nazivamo
kruzˇna zavojnica, a u parametarskom obliku mozˇemo ju
zapisati
x(u) = acosu, y(u) = asinu, z(u) = bu,
u ∈ R, a > 0, b 6= 0,
gdje je a polumjer zavojnice (polumjer valjka), a 2bpi ko-
rak zavojnice. Korak ili visina hoda zavojnice je visinska
razlika dviju njezinih tocˇaka koje lezˇe na istoj izvodnici
valjka, a parametri u im se razlikuju za 2pi.
Zavojnica je geodetska linija valjka tj. ona je najkrac´a li-
nija na valjku koja spaja njegove dvije tocˇke, ukoliko te
tocˇke ne lezˇe na istoj izvodnici valjka.
Normale zavojnice koje ortogonalno sijeku zavojnu os
(glavne normale) tvore uspravnu pravcˇastu plohu koju na-
zivamo helikoid. Helikoid je uz ravninu jedina pravcˇasta
minimalna ploha, [5]. Pravci koji lezˇe na helikoidu su
asimptotske linije te plohe - linije duzˇ kojih je normalna
zakrivljenost jednaka 0. Parametarske jednadzˇbe ove plohe
su
x(u,v) = avcosu, y(u,v) = avsinu, z(u,v) = bu, (8)
(u,v) ∈ R2,a > 0,b 6= 0.
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a b
Slika 3: Zavojnica na valjku (a) i toj zavojnici pridruzˇen
helikoid (b)
Za tocˇku (u0,v0), zavojnica polumjera av0 je u-linija heli-
koida, dok su v-linije helikoida pravci.
Pomoc´u formula (4) i (5) mozˇemo za helikoid odred-en je-
dnadzˇbama (8) izracˇunati Gaussove osnovne velicˇine pr-
vog i drugog reda
E = a2v2+b2, F = 0, G = a2,
L = 0, M =
a2b√
a4v2+a2b2
, N = 0. (9)
Prema izrazu (6) slijedi da je srednja zakrivljenost jednaka
nuli cˇime je dokazano da je helikoid minimalna ploha.
Glavne zakrivljenosti K1 i K2 helikoida u tocˇki T (u,v) su
suprotnih vrijednosti i iznose
K1,K2 =± aa2+u2 .
4 Katenoid
Nit ovjesˇena o dvije nepomicˇne tocˇke na horizontal-
nom razmaku i opterec´ena vertikalnim raspodijeljenim op-
terec´enjem po cijeloj duljini u ravnotezˇnom polozˇaju za-
uzima zakrivljeni oblik koji nazivamo lancˇanica, [9]. Je-
dan od klasicˇnih zadataka racˇuna varijacija je trazˇenje kri-
vulje koja spaja dvije zadane tocˇke i cˇijom se rotacijom
oko danog pravca dobije ploha minimalne povrsˇine. Euler
je 1744. pokazao da je ta krivulja lancˇanica, a rotacijska
ploha koja nastaje naziva se katenoid. Ako u ravnini yz




, z(v) = v, v ∈ R, a > 0,










z(u,v) = v, (u,v) ∈ [−pi,pi]×R, a 6= 0.
Slika 4: Katenoid nastaje rotacijom lancˇanice
Katenoid je rotacijska ploha, njegovi meridijani
(lancˇanice) te paralele (kruzˇnice) su glavne krivulje te
plohe - krivulje duzˇ kojih je normalna zakrivljenost eks-
tremna. One su ujedno i u-linije odnosno v-linije plohe, a
to znacˇi da je parametrizacija (10) takozvana glavna para-
metrizacija.
Ukoliko je parametrizacija katenoida zadana jednadzˇbom
(10), osnovne velicˇine prvog reda mogu se izracˇunati kako
je prikazano u uvodu i iznose:
E = a2 cosh2
v
a













Vrijedi H = 0, odnosno katenoid je minimalna ploha. Ka-
tenoid je, uz ravninu, jedina rotacijska ploha koja je mini-
malna, [5].
5 Pridruzˇena familija minimalne plohe
Poznat je rezultat da svaka ploha konstantne srednje za-
krivljenosti dopusˇta izometricˇnu deformaciju, tj. postoji
familija izometricˇnih ploha u koju je ukljucˇena takva ploha
kao sˇto se mozˇe nac´i u [3]. Plohe konstantne srednje za-
krivljenosti (posebno su tu ukljucˇene minimalne plohe)
spadaju u kategoriju takozvanih Bonnetovih ploha koje su
proucˇavane josˇ u 19. stoljec´u, [2]. Pratec´i [5], poglavlje
31, opisat c´emo metodu kojom se svaka minimalna ploha
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ulazˇe u familiju izometricˇnih minimalnih ploha, njoj pri-
druzˇenu familiju i pogledati kako ta familija izgleda za he-
likoid odnosno katenoid.
Za parametrizaciju r : U → R3,U ⊂ R2 definiramo
sljedec´e:
1. r je izotermalna parametrizacija ako vrijedi
ruru = rvrv = λ2, rurv = 0,
pri cˇemu je λ : U → R diferencijabilna funkcija.
2. r je harmonicˇka parametrizacija ako vrijedi
ruu+ rvv = 0.
3. Harmonicˇku izotermalnu parametrizaciju nazivmo
minimalna izotermalna parametrizacija. Regularna
minimalna izotermalna parametrizacija definira mi-
nimalnu plohu i svaka minimalna ploha ima mini-
malnu izotermalnu parametrizaciju.
Primjer regularne izotermalne parametrizacije je parame-
trizacija katenonida (10) za a= 1 (oznacˇimo ju s k), buduc´i
da vrijedi
kuku = kvkv = cosh2 v, kukv = 0.
Parametrizacija helikoida (8) nije niti izotermalna niti har-
monicˇka. No, znamo da je helikoid minimalna ploha,
prema tome postoji minimalna izotermalna parametriza-
cija. Ako uvedemo zamjenu varijabli
u = u, v = asinhv
u (8) dobivamo novu parametrizaciju helikoida:
h(u,v) = (asinhvcosu,asinhvsinu,bu), b 6= 0. (12)
Ova parametrizacija je minimalna izotermalna za a2 = b2 i
vrijedi
huhu = hvhv = a2 cosh2 v, huhv = 0.
Parametrizacije r i s zadovoljavaju Cauchy-Riemannove
uvjete ako vrijedi
ru = sv i rv =−su,
a takve parametrizacije nazivamo konjugirano har-
monicˇke.
Ukoliko reparametrizirani helikoid (12) rotiramo za pi2 pri-
mjenom matrice transformacije
R =
 cosθ −sinθ 0sinθ cosθ 0
0 0 1
 ,
dobit c´emo parametrizaciju rotiranog helikoida:
hR(u,v) = (asinusinhv,−cosusinhv,bu), b 6= 0. (13)
Slika 5: Svijetloplavi helikoid (8) i tamnoplavi
rotirani reparametrizirani helikoid (13)
Parametrizacija (13) i parametrizacija k katenoida (10) za
a = 1 su konjugirano harmonicˇke parametrizacije buduc´i
da vrijedi
hRu = kv = (cosusinhv,sinusinhv,1),
hRv =−ku = (sinucoshv,−cosucoshv,0).
U [5] je opisana metoda koja bilo kojoj minimalnoj
izotermalnoj parametrizaciji nalazi njoj konjugirano har-
monicˇku. Za parametrizaciju (10) tom metodom se dobiva
tocˇno parametrizacija (13).
Ako su r i s konjugirano harmonicˇke izotermalne para-
metrizacije, tada definiramo 1-parametarsku familiju ploha
t→ R (t) s parametrizacijama
R (t) = cos tr+ sin ts (14)
koju nazivamo pridruzˇena familija ploha. Preslikavanje
t→ R (t) je izometricˇka deformacija - sve plohe u familiji
R (t) su minimalne i imaju istu prvu fundamentalnu formu,
tj. lokalno su izomorfne.
6 Familija Heltocat
Heltocat je ured-ena familija ploha H (t), t ∈ [0, pi2 ] danih
sljedec´im parametarskim jednadzˇbama:
x(u,v) = cos t sinhvsinu+ sin t coshvcosu,
y(u,v) =−cos t sinhvcosu+ sin t coshvsinu, (15)
z(u,v) = cos tu+ sin tv, (u,v) ∈ R×R.
Ukoliko varijablu t izjednacˇimo s 0, funkcija heltocat daje
helikoid koji odgovara rotiranom reparametriziranom he-
likoidu (a = 1,b = 1) definiranom izrazom (12). Za t =
pi
2 heltocat prelazi u katenoid (a = 1) definiran izrazom
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(10). (Time je objasˇnjen naziv ove familije - helicoid to
catenoid). Ova familija je pridruzˇena familija helikoida
odnosno katenoida u smislu definicije (14).
Osnovne velicˇine prvog i drugog reda za H (t) su
E = cosh2 v, F = 0, G = cosh2 v,
L =−cosh2 vsech2vsin t, M = cosh2 vsech2v cos t,
N = cosh2 vsech2v sin t.
Glavne zakrivljenosti K1 i K2 ploheH (t) u tocˇki T (u,v) su
K1,K2 =±sech2v, ∀t,
stoga su sve plohe ove familije minimalne.
Prva diferencijalna forma i glavne zakrivljenosti jednake
su za sve plohe u familiji Heltocat (ne ovise o varijabli t)
sˇto potvrd-uje da su sve plohe minimalne i lokalno izome-
tricˇne.
Slika 6: Transformacija helikoida u katenoid
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Slika 6 prikazuje plohe H (t) za t = npi/16, n = 0,1, . . . ,8,
a (u,v) ∈ [0,2pi]× [−2,2]. Crnom bojom istaknute su u-
krivulje, a bojom cijan v-krivulje ploha. Vidimo da se
asimptotske linije helikoida preslikavaju u glavne linije ka-
tenoida (zavojnice u kruzˇnice, pravci u lancˇanice).
Pogledajmo u-linije plohe H (t) i pokazˇimo da su one za-
vojnice. Za fiksirane t = t0 i v = v0 u-linija plohe H (t0)
ima parametarske jedandzˇbe u sljedec´em obliku:
x(u) = acosu+bsinu,
y(u) = asinu−bcosu, (16)
z(u) = cu+d, u ∈ [−pi,pi],a,b,c,d ∈ R.
Zavojnica je karakterizirana cˇinjenicom da lezˇi na valjku
te cˇinjenicom da ima konstantan kut nagiba prema osi tog
valjka. Uspravni valjak kojem je os z i polumjer r ima jed-
nadzˇbu x2 + y2 = r2, pa uvrsˇtavanjem vrijednosti iz (16)
dobivamo
x2(u)+ y2(u) = a2+b2 = sin2 t0+ sinh2 v0,
te zakljucˇujemo da ova u-linija lezˇi na valjku polumjera√
sin2 t0+ sinh2 v0. Tangenta u-linije u tocˇki (u0,v0) ima
vektor smjera jednak
t = (−asinu0+bcosu0,acosu0+bsinu0,c),
dok os z ima vektor smjera z = (0,0,1). Racˇunamo kut







a ta je vrijednost konstantna s obzirom na u. Za-
kljucˇujemo da je svaka u-linija ploheH (t) zavojnica polu-
mjera
√
sin2 t0+ sinh2 v0, a buduc´i da je c = cos t korak te
zavojnice je 2picos t.
7 Samopresjeci ploha H (t), 0 < t < pi/2
U [5] je spomenuto (bez dokaza i objasˇnjenja) da svaka
ploha H (t), 0< t < pi/2, ima krivulje samopresjeka cˇiji se
dijelovi jasno uocˇavaju na tri plohe sa slike 6.
Za plohu danu parametrizacijom r : U → R3, U ⊂ R2,
tocˇke samopresjeka su one za koje je zadovoljeno:
r(u1,v1) = r(u2,v2), (17)
(u1,v1) 6= (u2,v2), (u1,v1),(u2,v2) ∈U,
tj. to su one tocˇke za koje parametrizacija nije injektivna.
Racˇunanje samopresjeka ploha je bitno kod CAD pro-
grama i racˇunalnog 3D modeliranja ploha, posebno kod
modeliranja offset ploha. Taj problem nije jednostavan
i razvijene su numericˇke i algebarske metode za trazˇenje
samopresjeka ploha s racionalnom parametrizacijom, [7].
Nazˇalost, kako plohe promatrane familije nisu racionalne,
nije bilo moguc´e primijeniti neku od gore spomenutih me-
toda. Stoga rjesˇavanje ovog problema ostavljamo za neki
buduc´i rad.
U pokusˇaju da odredimo krivulje samopresjeka, nismo mo-
gli koristiti uvjet singularnosti plohe (ru(u,v)× rv(u,v) =
0). Njegova primjena na plohe (15) daje kompleksna
rjesˇenja (npr. sinhv =±i).
Pregledavanje velikog broja graficˇkih prikaza navelo nas je
na sljedec´e hipoteze:
• Samopresjeci ploha H (t), 0 < t < pi/2, su neke nji-
hove u-linije i ima ih prebrojivo mnogo na svakoj
plohi.
• To su one u- linije ploha za koje vrijedi
r(u1,v) = r(u2,−v).
Iz jednadzˇbi r(u,v) = r(u+ x,−v) dobili smo sljedec´e re-
lacije za varijable x i v na linijama samopresjeka:
x = 2v tan t,
sinx =
2sin2t sinhvcoshv
cosh2v− cos2t . (18)
a b
Slika 7: Ploha H (7pi/16) nad podrucˇjima [−4pi,pi] ×
[−1,1] i [−4pi,pi] × [−2,2], s istaknutim u-
linijama za v= 0.625 (plavo) i v= 1.25 (crveno).
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